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Résumé 



1 Introduction 

Soit C une courbe lisse de genre g > 2 sur C. Soit J' la Jacobienne de C. Soit N un 
fibré ample sur J'. Dans |R|, M.Raynaud construit à partir de A^, un fibré F^r sur 
dont la restriction à C, notée E^, est un fibré semi-stable. On étudiera dans un premier 
temps quelques propriétés de F/v pour en déduire notament la stabilité de E^. 
Soit SlAcir) l'espace des modules des fibrés vectoriels semi-stables sur C, de rang r et 
de déterminant trivial. On rappelle qu'un fibré E de SUc{r) est un point base du fibré 
déterminant si pour tout fibré en droites L de degré g — l, H^{C, E®L) ^ (voir |Be2j ). 
Soit h{c{r,fi) l'espace des modules des fibrés vectoriels semi-stables sur C, de rang r et 
de pente /x. Pour tout /i G Z, Uc{r, fi) est, à un recouvrement étale fini près, le produit 
de SUcir) par J. De ce fait, on détermine ici des points bases du fibré déterminant en 
construisant des fibrés E de Uc{r,g — 1) tels que pour tout fibré en droites L de degré 
0, 

h\C,E (g) L) >1. (R) 

Pour cela, on étudie le cas = Oj{nQ), n > 2, avec 9 un diviseur de la polarisation 
principale sur J'. On notera dans ce cas F„ et En les fibrés associés respectivement sur 
J' et C. Le choix de N n'étant pas canonique, les propriétés démontrées par la suite 
sur ce fibré seront les vérifiées par tout autre fibré En ® L, où L est un fibré en droites 
de degré sur C. On dira que ces fibrés sont de "type En". On démontre ici dans la 
deuxième partie le résultat suivant : 

Proposition 1.1 Soit n > 2 et k > 1. Le sous-espace W de Uc{kn^,g — 1) des fibrés 
stables contenant un fibré de type En est de codimension kgn^^~^ + 1 — g. 
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Dans jR|, Raynaud démontre que En est un fibré stable de rang n^, de pente g/n, tel 
que pour tout fibré L de degré 0, 

h\C,En®L) > 1. 

De ce fait, pour tout r >n^, tous les fibrés de Uc{r,g — 1) contenant des fibrés de type 
En ne vérifient pas (R) dès que n > 2. Le résultat de la Proposition ll.li nous donne alors 
pour r = kng, avec k un entier supérieur ou égal à 1, une minoration de la codimension 
du lieu de base du diviseur thêta de l'ordre de ^dim(iSWc(r)). 

2 Propriétés du fibré F^. 

Soit C une courbe lisse de genre g > 2 sur C. Soit J' la Jacobienne de C. On identifie 
canoniquement à sa variété abélienne duale grâce à la polarisation principale sur J7. 
On note V le fibré de Poincaré sur J ^ J , trivial sur J x {0} et sur {0} x J . Soient pi 
et P2 '■ J ^ J — ^ J les deux projections. Soit D{J) la catégorie dérivée associée aux 
faisceaux cohérents sur J et [g] la translation de g degrés vers la gauche dans D{J). 
Dans |Mu| . Mukai définit la transformée de Fourier-Mukai comme l'application 

^: D{J) D{J) 

M I — > Rp2,4plM0V). 

Soit un faisceau ample sur J^, on note 

Fr, := ^(iV-i) [g] , 

ou Fd si N = Oj{D). Soit ■ J — ^ J l'isogénie qui à x e J associe T*N(g)N~^, où 
Tx est la translation par x dans J'. On note H{N) le noyau de ^n- Soit l := h^{J ^ N), 
H{N) est un sous groupe de JT" d'ordre P. On peut définir sur H{N) une forme bilinéaire 
non dégénérée à valeurs dans C* (voir |M|V II existe alors deux sous groupes d'ordre 
l K et K , totalement isotropes pour cette forme et tels que H{N) = K®K . Soit 
J := J /K , c'est une variété abélienne principalement polarisée dont on note L' le 
fibré en droites associé à une polarisation principale. On a une factorisation canonique 
(voir |M1) 




et le résultat suivant : 

Proposition 2.1 1. F/v est un fibré vectoriel sur J de rang l. 
2. En = nL' 
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3. $^F7v = N ® H'^iJ, N)* comme H{N)-fibrés. 

Démonstration : Mukai prouve les deux premiers points dans |Muj (p. 162). Il établit 
aussi l'isomorphisme suivant 

^1,Fm = N^V (t), 

où V est un espace vectoriel de dimension /. On rappelle maintenant quelques 
résultats dus à Mumford (voir [M|, p. 288-297) : Soit G{N) l'ensemble des paires 
{x,ip), où X est un élément de H{N) et ip est un isomorphisme entre N et T*N. 
G{N) est un groupe et on a la suite exacte suivante 

— , C* — > Ç{N) — > H{N) — > 0. 

Mumford établit que toute représentation irréductible de ^(A^) sur laquelle C* agit 
par homothéties, est isomorphe à ^^H^{J',N) pour un entier r. Du fait de l'iso- 
morphisme (t), V = H^{C,^*Fn(S)N-^) et comme H(N) agit sur H^(J', $^F/v), 
V est une représentation irréductible de G{N) sur laquelle C agit par multipli- 
cation par l'inverse. V* est donc une représentation de G{N) sur laquelle C agit 
naturellement ; pour des raisons de dimension, V* est isomorphe à H^{J , N), d'où 
l'égalité de if(iV)-fibrés : 

<è%FN = N®H\j,Ny. 

□ 

Soit En ■= Fn\c- 
Corollaire 2.2 est stable. 

Démonstration : Soit C" := $^^C Soit F un sous fibré de En. Alors 

(!>*G = M®W, 

avec M un sous fibré de N^q" et W un sous-espace vectoriel de H^{J^N)*. Ceci 
impose /i(-F) < ij,{En). Suppossons maintenant que F est un sous fibré strict de 
En tel que ii{F) = ^{En), alors 

^*^F = N^c" ® 

avec W un sous-espace vectoriel strict de H^{J , N)* stable sous l'action de G{N). 
Mais ceci est en contradiction avec le fait que H^{J, N)* est une représentation 
irréductible de ^(A^). □ 

Soit maintenant Oj{6)., le fibré associé à une polarisation principale sur J. Pour tout 
X dans J on note := ^Oj(e){.x). 
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Proposition 2.3 1. ^*n{®^^h{n) ^x) = H^{J, N)®H%J, Nf^Oj comme H{N)- 
fibré. 

2. Si N est engendré par ses sections globales, on a 

xeH{N) 

Démonstration : 

1. Comme H{N) est un groupe commutatif, on a la décomposition suivante 
(voir [Sj) : 

H%J,N)(^H%J,Nr= V^, 

X&Hom{H{N),C*) 

OÙ les sont des C-espaces vectoriels de dimension 1 tels que : 

Va; G H{N), Vs G V^, x.s = x{x)s. 

De plus, pour tout x dans H{N), ^lf{Mx) est un fibré trivial de rang 1 stable 
sous l'action de H{N), donc 

où Xx est donné par l'isomorphisme canonique H{N)^^Hom{H{N), C*). De 
ce fait, 

L^) = H''{J,N)^H'^{J,Nr^Oj. 

xeH{N) 

2. L'application 

est surjective. Il en est donc de même pour 

H'^iJ, N) ® H%J, NY®Oj — >N® H\J, N)*. 
D'après ce qui précède, on obtient donc 



xGH{N) 

□ 
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3 Démonstration de le Proposition 11.11 



Dans tout ce qui suit, := Oj{nQ), où 9 est un diviseur associé à une polarisation 
principale. On note alors F„ et En les fibrés associés. On dira qu'un fibré est de "type En" 
s'il s'écrit En ® L, avec L un fibré en droites de degré sur C. Le choix de N n'étant 
pas canonique, ces fibrés vérifient les mêmes propriétés que En- Donnons maintenant 
quelques résultats utiles à la démonstration de la Proposition ll.il 

Proposition 3.1 (A.Beauville) Soit C une courbe lisse de genre g > 2 sur C et C' 

une autre courbe lisse sur C Soit ir : C — > C un revêtement galoisien de groupe de 
Galois G. Pour M un fibré vectoriel stable sur C , on a : 

1. TT^^M est semi-stable. 

2. Si Wg e G, g* M ^ M, alors n^M est stable sur C. 

Ce résultat n'étant pas pas publié nous en donnons ici une démonstration : 

Démonstration : Remarquons tout d'abord que pour tout faisceau cohérent M sur 
C , on a l'isomorphisme canonique suivant : 

Soit M un fibré vectoriel stable sur G' , comme l'action de G conserve la pente et 
la stabilité 7r*7r^,M est somme directe de fibrés stables de même pente. 

1. Supposons que 7r*M contienne un sous fibré F de pente strictement supérieure 
à la pente de vr^M. 7i*F est alors un sous fibré de ti*'k^M de pente strictement 
supérieure à la pente de 7r*7r^,M, ce qui n'est pas possible. 

2. Supposons maintenant que V(? G G, g* M ^ M et que 7r^,M contienne un sous 
fibré non trivial F tel que /i(-F) = fi{iT^M) = /i. Alors 7i*F est un sous fibré 
de (Bg£Gg*M de pente deg(7r)/i. Comme les fibrés g*M sont stables et non 
isomorphes deux à deux, F = (Bg^Q' g*M , avec G un sous ensemble de G. 
Cependant, comme Tr*F est G— invariant cela impose G' = G et F = vr^M, 
ce qui prouve la stabilité de vr^M. 

□ 

Corollaire 3.2 Soit M un fibré vectoriel sur G . Pour M générique, tt^M est stable. 

Démonstration : remarquons tout d'abord que pour montrer le résultat pour un fibré 
vectoriel générique de rang r, il suffit de le montrer pour un seul fibré vectoriel de 
rang r. Pour cela, on prend comme fibré l'image directe d'un fibré en droites par 
un morphisme étale de degré r sur G . Cela nous amène à traiter uniquement le 
cas des fibrés en droites. 

D'après la Proposition précédente, il faut donc prouver que pour L générique, 

\/g e G, g*L ^ L. 
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Soit g G G et Z \a sous variété de Pic(C') stable par < g >. Soit 

r:C' ^C'/ <g>, 

alors Z doit donc être contenue dans r*Pic(C'/ < g >).Mais comme par la formule 
de Riemann-Hurwitz, le genre de C / < > est strictement inférieur au genre de 

C, 

dim(Z) < dim(T*Pic(C7 < g >)) < g ^ dim(Pic(C'). 

De ce fait pour L suffisament général, L ne peut être fixé par un élément de < 51 >. 
□ 

Lemme 3.3 (A.Beauville) Soit C une courbe lisse de genre g > 2 sur C. Soient L un 
faisceau cohérent et M un fibré vectoriel sur C tels que h^{C,L) < h^{C,M). Pour c 
générique dans ExtQ^(L,M), l'application multiplication par c 

H^{C,L) — >H\C,M), 

est injective. 

Démonstration : Comme par dualité H^iC, M) ^ H^(C, uJc®M*)* et que Exto^(L, M) ^ 
H^{C,u!c L ® M*y, Il revient au même de démontrer que 

H^(C, L) (g) H^(C, ujc ® M*) H^{C, ujc®L® M*) C 
est séparante à gauche pour c générique. 

Soient A, B et V des espaces vectoriels de dimensions respectives a, b, n tels que 
a <b. Soit 

ip:AxB — >V, 

une application bilinéaire intègre et c :V — > C générique. Démontrons que co ip 
est séparante à gauche. Pour cela, on montre qu'un hyperplan générique de V ne 
contient aucun des 6— plans ip{a,b). Ces 6— plans sont paramétrés par une sous- 
variété G d'une Grassmanienne de dimension inférieure à a — 1. Notons P l'espace 
projectif des hyperplans de V : Soit 

Z := {{L,H) eGxP\LcH}. 

Z est un fibré sur G de fibre en L, l'espace projectif des hyperplans de V contenant 
L, de dimension n — 6 — 1 ; de ce fait, 

dim Z < (a - 1) + (n - 6 - 1) = n - 2 - (6 - a) < dim P. 

□ 
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Proposition 3.4 Soit n > 2. Soit ^ En — ^0 une extension 

générique de pente g — l de En par un faisceau cohérent G sur G. Alors i est l'unique 
injection de En (à automorphismes de En près) dans F dans les deux cas suivants : 

1. G fibré vectoriel sur G, générique 

2. G = (BpevCp, où Cp est le faisceau concentré en p etV est un ensemble de points 
de G. 

Démonstration : Pour tout x dans J'n := Ker(<î>„e), on note := M^i^c- On a dans 
les deux cas évoqués dans la Proposition, pour tout x dans J'n, 

h\G,G®L-^) = 0. 
Mais comme pour tout fibré en droites L de degré 0, 

xiG0L) = -xiEn0L)>O, 

ceci implique 

h'^iG, G ® L-^) < h\G, En ® L-'). 

Par généricité de l'extension F dans Ext^^ = H^{G,uJc ® (-^n ® 1'^)* 
(G (g) L~^))*, on peut donc appliquer le Lemme lTÏÏl pour obtenir que pour tout x 
dans J'n, l'application 

if°(C, G ® L~') H\G, En ® L-') 

est injective. De ce fait, en écrivant la suite exacte longue d'homologie, on obtient 
que 

H\G, En ® L-') = H\G, F ® L-^). 
En conséquence, le diagramme suivant est commutatif : 

0^g^^ Hom(L^, En) ® En 

l i 

0^g^^ Hom(L,, F) ® p. 

Mais comme pour n > 2, Oj{nO) est engendré par ses sections globales, on a par 
la Proposition I2.3| 

M, ^ F„ 0. 
De ce fait, ip est surjective et l'image de i est égale à \ni{ip). □ 
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Démonstration de la Proposition 11. il : Considérons une suite exacte 

En F G , 

pour les deux cas suivants : 

1. G = ©pgpCp, Cp étant le faisceau concentré en p et V un ensemble de points 
de G de cardinal {g — l)n^ — gn^~^. 

2. G fibré stable de degré k{g — 1)11^ — ginP'^ et de rang {k — l)n^ avec k >2. 

Cela impose /i(-F) = g—1- Démontrons que les fibrés ainsi construits sont générique- 
ment stables. Pour cela, on considère n : G — > G la restriction de r : J' — > J 
à G := T~^G et K := Ker(7r). D'après la Proposition [H E^ = ti^L , où L est 
la restriction à G d'un fibré associé à une polarisation principale de J7 . On va 
maintenant démontrer dans les deux cas, l'existence d'un fibré stable F, image 
directe par vr d'une extension de L : 

1. Si = 1, considérons le fibré en droites F' := L' {J2pevP)^ V est un 
ensemble de points de G' de cardinal {g — l)n^ — gn^^^ . Alors où bien pour 
tout cr G -ft', a* F ^ F et alors F vérifie les conditions de la Proposition 13. Il 
et de ce fait F := n^F est stable. Où bien il existe cr G tel que a*F = F . 
Dans ce cas, soit qi G V, alors il existe q2 & G — P tel que pour tout a & K, 

De ce fait, pour tout a G K, a*L'{q2 - gi + Y^pevP) ^ ^'("ïs - 9i + Y^pevP) 
et donc par la Proposition 13. Il son image directe par vr sera stable. 

2. Considérons maintenant un fibré F' extension de L' par un fibré vectoriel 
G . det(F ) = L ® det(G), donc pour G générique, pour tout a G -fT, 
a* det(F ) ^ det(F ). Cette propriété est aussi vérifiée par F et par la Propo- 
sition EU] ceci implique que dans ce cas n^F est stable. 

Effectuons maintenant le décompte des dimensions : par la Proposition 13.41 il 
suffit d'ajouter la dimension de l'espace des fibrés de type E^ c'est à dire g, 
à la dimension de l'espace dans lesquel on choisit G plus dim(Ext^^(G', i^n)) — 
dim(Aut(G)) : 

1. Si G = ©pg-pCp, Cp, alors 

dim(Ext^J©pepCp, K)) = rg(K) {{g - l)n^ - gn^-^) = {{g - - gn^-^) . 

Comme dim(Aut(G')) = Card(P) et que la dimension de l'espace dans lequel 
on choisit le fibré G est aussi Card('P), on a : 

dim(l^) =g + n3 [{g - l)n^ - gn^-^) . 
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2. Si A; > 2, dim(Ext0^(G, = h^{C,G* O Or pour G générique et 
stable de pente supérieure à la pente de E^, on a /i°(C, G* <S> Eno) — 0. De ce 
fait, on obtient par Riemann-Roch, 

h\C,G*®E^) = rg(E„)deg(G)-deg(E>g(G)+rg(E,)rg(G)(<7-l) 

= n3{k{g - - gn^-'^) - {k - + n^ik - l)ny{g 

= {{kn^fig - 1) + 1) - {{{k - l)n3f{g - 1) + 1) - gkn^^-^ 

et comme G est générique dans Us{{k — l)n^ , -j^{g — ^ — fi)), dim(Aut(G)) = 1 
et donc 

dim(iy) ^g + {kn^f{g - 1) - {gkn^^'^) . 

□ 
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